Zadanie 1: Prosze udowodnié istnienie i wyznaczy¢ wartosé granicy
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Przykladowe rozwiazanie: W pierwszym semestrze Analizy Matematycznej
udowodnione zostalo, ze dla kazdego x € [0,7/2] spelione sg nieréwnosci

sinz < x < tgx = jg;i, wiec réwniez sinz cos” x < zcos” x < sinxcos" ! .
Stad
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Poniewaz lim,, HLH = 1, z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze szukana

granica istnieje i jest réwna 1.



Zadanie 4: Prosze wyznaczy¢ wartosé granicy
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i rozstrzygnad, czy jest ona liczba wymierna.

Przykladowe rozwiazanie: Okreslmy ciag (a,)22, wzorem

an:n_”-ﬁ(n—l—k):(Ln)!.
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Woéwczas

Uny1 n" (2n +2)! - n! 7(2n+2)(2n+1)_(n+1>"
an,  (n+1Dntt 2p) - (n+ 1) (n+1)2 n

24+ 1IN nooo
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— skorzystaliSmy z twierdzenia o granicy iloczynu i ilorazu ciagdéw zbieznych
z pierwszego semestru Analizy Matematycznej. Inny fakt! z pierwszego semestru
zajeé Analizy Matematycznej méwi, ze gdy dla ciagu liczb dodatnich (a, )22,
istnieje granica g = limy, o0 Gp41/an, to réwniez lim, o {/a, = g. Stosujac
ten fakt? do zdefiniowanego przez nas ciagu, otrzymujemy

. HZ:l(n + k)l/n 3 n
J ST = i = e
Gdyby granica ta byla réwna utamkowi p/q dla pewnych liczb calkowitych g # 0
oraz p, to musialoby by¢ réwniez p # 0 (wszak 4/e # 0) i liczbe e mozna by
przedstawié¢ w postaci utamka 4¢q/p, co przeczyloby — udowodnionej na wyktadzie
— niewymiernosci liczby e. Stad wynika, ze granica 4/e nie jest liczba wymierna.

17 twierdzenia Stolza wynika, ze skoro In(an+1) — In(an) — In(g), to In(as)/n — In(g).
Pozostaje skorzystaé z cigglosci logarytmu naturalnego na (0, 00) i funkcji wykladniczej na R.

2Szukana granice mozna wyznaczyé réwniez na wiele innych sposobéw, np. uzywajac wzoru
Stirlinga.



Zadanie 5: Dla dodatniej liczby catkowitej n okreslamy funkcje f, : R — R
wzorem 2 n
n—21):" 2n+1
r)=-———"—+—"—— COoS x.
fnl) 2n+1)-(2n)!
Prosze udowodnié, ze szereg funkeyjny > - fn(z) jest jednostajnie zbiezny
na R do pewnej funkcji ) : R — R, a nastepnie wyznaczy¢ promien zbieznosci
szeregu Taylora funkcji ¢ wzgledem punktu 7/3 i zbiér wszystkich punktéw
prostej rzeczywistej, w ktorych funkcja v réwna jest sumie tego szeregu Taylora.

Przykladowe rozwiazanie: Dlan = 1,2,... niech
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Wzér Stirlinga méwi, ze lim,, o by, = /27, zatem
_ @n-Dt-(2n)t (2n)!
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skad® wynika, ze
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wigc C' = sup,cyn/2a, < oo, a stad? 300 a4, < C- Y0 n? < 0.

Poniewaz zas$ |f,(x)| < a, dla wszystkich € R i n naturalnych, to z kryterium
majoryzacyjnego Weierstrassa wynika jednostajna zbieznosé¢ szeregu funkcyjnego
Yoo, fu(x) na R. Wszystkie wyrazy tego szeregu sa funkcjami cigglymi, wiec
udowodniona wlasnie jego zbieznosé jednostajna pozwala réwniez wywnioskowac,
ze jego suma 1 jest funkcja ciagla na R.

Zbadajmy szereg s(z) =z + Y oo, a,z2°" L Skoro szereg liczbowy > 0 | an
jest zbiezny, to rozwazany szereg potegowy jest zbiezny w punkcie z = 1, wiec
jego promien zbieznosci jest nie mniejszy niz 1. Stad funkcja s jest rézniczkowalna
nieskoriczenie wiele razy na przedziale (—1,1) oraz

s(z)=1+ Z(Zn +1)anz?, §'(z) = Z 2n(2n + 1)a, 2" !

n=1 n=1

dla z € (—1,1).

30czywiscie mozna to réwniez wywnioskowaé ze wzoru Wallisa.
4Zbieznosé o2 4 an mozna tez udowodnié¢ inaczej, np. uzywajac kryterium Raabego.



Niech 7#Z = {mm;m € Z}. Poniewaz funkcja kosinus przyjmuje na zbiorze
R\ 7Z wartosci z przedziatu (—1,1), to dla t € R\ 7Z mamy

%(s(cos 1)) = (—sint) - '(cos )

oraz 2 4d 1 ,
@(S(COS t) = &(a(s(cost))) =— &(sint -5’ (cost))

=sin®t - s”(cost) — cost - §'(cost) = (1 —cos®t) - s”(cost) — cost - §'(cost)
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gdyz ay = 1/6,adlan=1,2,... mamy
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W szczegdlnosei pochodna funkcji % (s(cost)) jest zerowa na przedziale (0,),
wiec funkcja % (s(cos t)) jest stala na tym przedziale. Skoro jednak

%(s(cost)) LZW? = (— sin g) : s’(cos g) =—5'(0) = -1,
to %(S(COS t)) = —1na (0,m), wige %(t-l-S(COS t)) = 0 na (0, 7), co oznacza, ze
funkcja t — t+s(cost) jest stata na (0, 7). W punkcie ¢ = 7/2 funkcja t+s(cost)
przyjmuje wartos¢ 7 +s(0) = T, zatem s(cost) = § —t dla wszystkich t € (0, ),
stad zas

P (t) = s(cost) — cost = g —t — cost

dla wszystkich ¢ € (0, ).



Udowodniona réwnos¢ pozwala obliczy¢ pochodne wszystkich rzedéw funkcji
¢ w punkcie 7/3 i stwierdzié, ze dla rzedéw nie mniejszych niz 2 sg one takie
same, jak pochodne funkcji —cost, ktorej szereg Taylora wzgledem kazdego
punktu prostej rzeczywistej (w szczegdlnosdcei wiee réwniez wzgledem punktu 7 /3)
ma — jak wiadomo np. z wyktadu — nieskoriczony promien zbieznosci. Stad szereg
Taylora funkcji v wzgledem punktu 7/3 ma nieskoriczony promien zbieznosci.®
Co wiecej funkcja t — — cost jest na calej prostej rzeczywistej réwna swojemu
szeregowi Taylora wzgledem punktu 7/3, podobnie jak funkcja t — 7 —¢. Suma
szeregu Taylora funkcji 1 wzgledem punktu 7/3 dla dowolnego ¢ € R wyraza sig
zatem wzorem % — ¢ — cost.

2
WykazaliSmy juz wczesniej, ze funkcja 1 jest ciagla na R, wiec

U ™
- 1' = 1. (7 — 1 — 3 ): —_ —1
YOI = B 0= I (g mfmest) =3
oraz

Y(r) = lim ¥(t) = lim (g—t—cost) :—E—i—l7

t—m— t—m— 2
co dowodzi, ze dla wszystkich ¢t € [0, 7] speiona jest réwnosé
7r
P(t) = 5 t — cost.
Niech 27Z = {2mm;m € Z} i niech dist(t,27Z) = infscorz |t — s|. Z parzystosci
oraz 2m-okresowosci kosinusa i z definicji funkcji ¥ wynikaja tatwo parzystosé
oraz 2m-okresowos¢ ¢ na R, zatem dla wszystkich ¢ € R mamy

P(t) = g — dist(t, 27Z) — cost.

Funkcja 1 réwna jest wiec sumie swojego szeregu Taylora wzgledem punktu 7/3
na zbiorze {t € R: dist(¢t,27Z) =t} = [0, 7].

Alternatywne wyprowadzenie: Wzér ¢(t) = 5 — dist(t,27Z) — cost mozna
bylo udowodnié réwniez w nieco inny sposéb. Wystarczylo bowiem przypomnieé
sobie rozwiniecie funkeji arcus sinus w szereg potegowy na przedziale [—1,1],
by dostrzec, ze 1)(t)+cost = arcsin(cost). Dlat € [0, 7] spelniona jest tozsamosé
arcsin(cost) = 5 —t, a dalej mozna juz skorzystac z parzystosci i 2m-okresowosci
kosinusa, jak w poprzednim rozumowaniu.

Bonus: Skoro () = Y 07, fu(t), a szereg funkcyjny po prawej stronie tej
réwnosci jest jednostajnie zbiezny, to

2

- /2 - /2 s /2
§—12/0 (g—t—cost)dt:/o w(t)dt_;/o Fu(t) dt.

Prosze pomysle¢, jak w prosty sposéb, obliczajac wartosci calek foﬁ/ % cos2ntl ¢ dt
podobnie jak w dowodzie wzoru Wallisa, wyprowadzié¢ stad tozsamosé bazylejska
Eulera.

57 wzoru Cauchy’ego-Hadamarda wynika, ze jesli f()(t9) = ¢g(F)(to) dla wszystkich
caltkowitych liczb k > 2, to szeregi Taylora funkcji f i funkcji g wzgledem punktu tp maja taki
sam promien zbieznosci.



